Ein partikkel i 3 dimensjonar

Kvantemekanisk beskrivelse av ein partikkel som kan bevege seg i 3 dimensjonar

Bolgjefunksjon: \Il(x7 Y, 2, t) — \IJ(F, t)

Tolking:  |W(x,y, 2, t) |2 dx dy dz er sannsynlegheiten for, ved tida t,
a finne partikkelen innanfor eit infinitesimalt volum dV = dx dy dz rundt punktet

(x,y,2)

Dette gir normeringsbetingelsen som ma tilfredsstillast av fysisk akseptable
balgjefunksjonar:

/ d:c/ dy/ dz |V (z,y, 2, t)]> =1



Observablane posisjon og bevegelsesmengd har no 3 komponentar kvar,
sa dei tilsvarande operatorane har ogsa 3 komponentar:

Posisjon: R
rT=x, Y=y, ==z ma.o 7 =71

Bevegelsesmengd:

A A

C_ho o _nd
Pe = o2 py_ié’y’ b= =% 5, i

Andre observablar er funksjonar av posisjons- og/eller bevegelsesmengd-operatoren:
F=F(p = F=F-V)

Viktig eksempel: Energioperatoren (" Hamilton-operatoren”):

A h? [ 0? 0? 0? h?

2m \ 0x? Oy?  0z° 2m



Forventningsverdi: <F> — /d?”r U* F'U

OV (7, 1)
ot

(Den tidsavhengige) Schrgdingerlikninga (TASL): [:[\IJ(F’ t) —1h
- - . _, o _iEut/h

Stasjoneere tilstander: v, (7~7 t) = Vg (r) e Eat/

Den tidsuavhengige Schrgdingerlikninga (TUSL): ]A{wa (77’) = FE, ¢, (77)

Merk at i 3 dimensjonar vil indeksen (¥ som karakteriserer dei stasjonaere tilstandene
sin posisjons-avhengigheit besta av 3 kvantetal (i 1 dimensjon trengst kun 1 kvantetal).

Oppsummering: Ingen overraskingar her, alt generaliserer slik ein ville gjette
fra 1 til 3 romdimensjonar!



Partikkel i 3-dimensjonal boks

4
z=1L

Boks med lengde L i kvar av dei 3 retningane. //\
Potensiell energi U(x,y,z) er 0 inni boksen
og uendeleg stor utanfor.

X = L\

—
N
N

Vi finn dei stasjoneere tilstandene ved 3 lgyse TUSL

@b(f’) — (0 utanfor boksen og dermed ogsa pa kantane av boksen, dvs.

Y(x,y,z) =0forx =0,z =L,y=0,y=L,2=0,z=L



TUSL inni boksen (der U = 0):

LR ((y2) Py z) Yy 2)

2m Ox? 0y? 022
Pr@ver separasjon av variablar: anta at lgysingane har forma
v(z,y, 2) = X(2)Y(y)Z(z)

Set inn | TUSL, som da blir
h? d*X (x) d*Y (y)
o (YWZCE) =357 + X@)2() =g + X (@)Y )5 ) = EX (@)Y () 2(2)

La oss dele likninga pd X (2)Y (y)Z(z) :

) = Ey(z,y,2)

21 $2X(@) 21 &Yy B 1 &2Z(2)

_ — — = F
2m X (x) dx? 2m Y (y) dy? 2m Z(z) dz?

Sja pa venstresida: Her er 1. ledd openbart uavhengig avy og z, 2. ledd er uavhengig

av x og z, og 3. ledd er uavhengig av x og y.

Hegresida E er ein konstant, dvs. uavhengig av x, y, og z. Dermed ma venstresida ogsa
vere uavhengig av x, y, og z. Dermed ma 1. leddet pa venstresida ogsa vere uavhengig av
X, dvs. ein konstant, vi kallar denne konstanten E,. Tilsvarande for 2. og 3. ledd pa
venstresida, som ma vere konstantar E, og E,



B h? d?X (z)

Far da dei 3 likningane — Ev X
2m  dz? xX(@)
R d?Y (y)
— = EyY
om  di? yY (y)
h? d?Z(z)
— = Ez/
2m  dz? 22(2)

med tilhgyrande grensebetingelsar X(0)=X(L)=0

Merk: Vi har redusert problemet til 3 identiske delproblem, 1 for kvar retning. Vidare:
Delproblemet er identisk med partikkel-i-1D-boks-problemet som vi har Igyst tidlegare!



Dette gir (inni boksen)

2 nXm:

L’

2 nyﬂy der ny, ny, og n,
7 sin er (uavhengige!)

positive heiltal

2 . nzﬂz
=4/ = sin
L

w’rLX,ny,nZ (ZE, Y, Z) = Xny (*T)Yny (y)an (Z)

Dermed blir

Lgysingane av TUSL (og dermed ogsa dei stasjonaere tilstandene) avheng altsa av eit sett
av 3 kvantetal (ny,ny,n,).

Energien E til tilstanden blir summen av energiane E,, E,, og E,

h2m?
Enyxnyng, = ]2 (TL?X + n% + nzz) energiva (diskrete)




Degenerasjon

Nar fleire stasjoneere tilstander har same energi, seier vi at energinivaet er

degenerert og at systemet har degenerasjon. La oss illustrere dette for ein partikkel
i ein 3D boks, der energien til ein tilstand (ny,ny,n,) er

I h27T2

_ 2 2 2
nxny.nz = 570 (nx +ny +nz)

Tilstanden (1,1,1) har lagast energi. Sidan ingen andre tilstander har same energi,
er dette energinivaet ikkje degenerert.

Den nest lagaste energien far ein ved a la eitt av kvantetala vere 2, og dei to
andre vere 1. Det er 3 tilstander som har denne energien: (2,1,1), (1,2,1), og (1,1,2).
Dette energinivaet er altsa degenerert.

Det neste energinivaet svarer til at to kvantetal er 2 og eitt kvantetal er 1.
Det er 3 tilstander som har denne energien: (1,2,2), (2,1,2), og (2,2,1).
Dette energinivaet er altsa ogsa degenerert.

Det er ogsa det neste energinivaet, som svarer til at eitt kvantetal er 3 og dei
to andre er 1. Tre tilstander har denne energien: (3,1,1), (1,3,1), og (1,1,3).
Desse tilstandene har altsa lagare energi enn (2,2,2)-tilstanden, som gir det
neste energinivaet, som ikkje er degenerert. Og slik kan ein halde fram ...



Degenerasjonen er ein konsekvens av ein symmetri: Bokslengda er den same (L) i
alle 3 retningar. For a forsta dette betre ser vi no pa ein boks med lengder L,, L,, og L,
i dei tre retningane. Ved a bruke same analysen som f@r finn ein at energinivaa er

h27T2 n2 ’I’L2 n2
Enx,ny,nz — 5( + 32/ + g
2m LX LY LZ

Dersom alle dei tre lengdene er forskjellige er energinivaa ikkje degenererte. F.eks. vil
tilstandene (2,1,1), (1,2,1), og (1,1,2) ha forskjellig energi. Ein kan altsa “fjerne”
degenerasjon ved a fjerne symmetrien i systemet. Merk at dersom ein kun delvis fjernar
symmetrien, f.eks. ved at L, og L, er like, mens L, er forskjellig, vil degenerasjonen ogsa
kun delvis fjernast. F.eks. vil tilstandene (2,1,1) og (1,2,1) da ha same energi, mens (1,1,2)
har forskjellig energi (dette fglgjer igjen fra uttrykket for energien over).

Det neste systemet vi skal sja pa er elektronet i eit hydrogenatom. Vi skal igjen sja at
energinivaa er degenererte. Dette skuldast (bl.a.) at den potensielle energien er
kulesymmetrisk.



