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Oppgave 1 (teller 25 %)

En partikkel er i en uendelig dyp potensialbrønn med lengde L. Tilstanden til partikkelen ved tiden t = 0 er
gitt av bølgefunksjonen

Ψ(x, 0) =

{
Ax(L− x) for 0 ≤ x ≤ L,
0 ellers,

(1)

der A er en normeringskonstant.

a) Vis at |A| =
√

30
L5 .

b) Det blir oppgitt at for bølgefunksjonen (1) er (i) 〈x〉 = L/2 og (ii) 〈p〉 = 0. Uten eksplisitt å regne ut
noe integral, gi et argument for å underbygge enten (i) eller (ii).

c) Regn ut 〈x2〉 og 〈p2〉 for bølgefunksjonen (1), og finn usikkerhetene ∆x og ∆p. Er verdien av produktet
∆x∆p konsistent med hva du hadde ventet?

Partikkelens bølgefunksjon ved en tid t ≥ 0 kan skrives som

Ψ(x, t) =
∑
n

cnψn(x)e−iEnt/h̄ (2)

der ψn(x) og En (n = 1, 2, 3, . . .) er hhv. egenfunksjonene og de tilhørende egenverdiene til Hamilton-
operatoren for dette ”partikkel-i-boks”-problemet, og koeffisientene cn er gitt som

cn =

{
8
√

15
π3n3 for n = 1, 3, 5, . . .
0 for n = 2, 4, 6, . . .

(3)

d) Er tilstanden Ψ(x, t), definert av (2) og (3), en stasjonær tilstand? Begrunn kort svaret ditt.

e) Hva er sannsynligheten P (En) for at en m̊aling av energien skal gi verdien En? Hvilken verdi er mest
sannsynlig?

Oppgitte resultater for oppgave 1 som kan være nyttige (listen fortsetter p̊a neste side):

Operatorer for observabler:

Observabel Operator
Posisjon x̂ = x
Bevegelsesmengde p̂ = h̄

i
∂
∂x

Total energi Ĥ = − h̄2

2m
∂2

∂x2 + U(x)

Generell observabel F (x, p) F̂ = F (x̂, p̂)

Tidsavhengig Schrödingerligning (TASL): ĤΨ(x, t) = ih̄∂Ψ(x,t)
∂t .

Stasjonær tilstand: Ψ(x, t) = ψ(x)e−iEt/h̄.

Tidsuavhengig Schrödingerligning (TUSL): Ĥψ(x) = Eψ(x).

Ortonormalitet:
∫∞
−∞ dxψ∗m(x)ψn(x) = δm,n.

Løsning av TASL: Ψ(x, t) =
∑
n cnψn(x) e−iEnt/h̄ der cn =

∫∞
−∞ ψ∗n(x)Ψ(x, 0).
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Normeringskrav:
∫∞
−∞ dx |Ψ(x, t)|2 = 1,

∑
n |cn|2 = 1.

Forventningsverdi, fra bølgefunksjonen: 〈g(F )〉 =
∫∞
−∞ dx Ψ∗(x, t) g(F̂ ) Ψ(x, t).

Usikkerhet: ∆F =
√
〈F 2〉 − 〈F 〉2.

Heisenbergs usikkerhetsrelasjon for posisjon og bevegelsesmengde: ∆x∆p ≥ h̄
2 .

Egenverdiligning: F̂Θα(x) = fαΘα(x).

Sannsynlighet(stetthet) for at en m̊aling av observabelen F gir verdien fα:
∣∣∣∫∞−∞ dx Θ∗α(x)Ψ(x, t)

∣∣∣2.

Oppgave 2 (teller 20 %) En blokk med masse M er festet til en fjær med fjærkonstant
k. Systemet har dempningskoeffisient b. Blokken trekkes ned
en avstand A0 fra likevektsposisjonen x = 0 (x er blokkens
vertikalkoordinat) og slippes derfra med null starthastighet.

a) Bruk Newtons 2. lov til å sette opp differensialligningen
som beskriver svingebevegelsen.

b) Anta at parametrenes numeriske verdier er slik at svingnin-
gen er underkritisk dempet, s̊a løsningen av differensialligningen
er p̊a formen

x(t) = Ae−γt cos(ωdt− δ).
Finn konstantene A og δ uttrykt ved gitte parametre.

c) Finn blokkens energi etter N hele svingninger (N er et
positivt heltall), uttrykt i forhold til energien ved starttiden t = 0.

Oppgitt: cos δ = ± 1√
1+tan2 δ

.

Oppgave 3 (teller 20 %)

En kule med masse M , opphengt i en snor med lengde L, er satt
i bevegelse slik at den g̊ar i en sirkelbane med vinkelhastighet ω
i et horisontalt plan. Tyngdens akselerasjon er g.

a) Sett opp ligninger for bevegelsen, og bruk disse til å finne
snorkraften S og vinkelen θ mellom snoren og vertikalretningen
uttrykt ved gitte størrelser. Er resultatene rimelige n̊ar ω er
stor? (Se p̊a grensen ω →∞.)

b) Vis at det finnes en minimumsverdi ωmin 6= 0 slik at dersom
ω < ωmin, er det ikke mulig å f̊a en sirkelbevegelse som beskrevet.

c) Finn snorkraften S og vinkelen θ for tilfellet ω = 0 innsatt i
ligningene i (a). Beskriv den enkle fysiske situasjonen dette svarer
til.
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Oppgave 4 (teller 35 %)

Rundt en massiv sylinder med masse m og radius R er det viklet en masseløs snor, som er festet i taket.
Sylinderen blir sluppet fra ro og faller da mens den roterer (se venstre figur). I denne fallbevegelsen vikles
snoren av sylinderen uten å gli p̊a sylinderflaten. Tyngdens akselerasjon er g, og sylinderen har treghetsmo-
ment I = 1

2MR2 om sylinderaksen.

a) Finn akselerasjonen til massesenteret (CM), vinkelakselerasjonen for rotasjonen om CM, og snorkraften
under fallbevegelsen.

b) Finn vinkelhastigheten til sylinderen n̊ar den har falt en høyde h, umiddelbart før den treffer underlaget
(se midtre figur).

Sylinderen treffer s̊a underlaget, og litt senere, ved en tid som vi definerer som t = 0, er sylinderen ved
punktet A p̊a underlaget (se høyre figur). Den har da en vinkelhastighet ω0 (med klokka) om CM, og CM
har en liten hastighet v0 (slik at v0 < Rω0) i horisontalretningen mot høyre p̊a figuren. Friksjonskoeffisienten
mot underlaget er µ. Du kan neglisjere snorkraften.

c) Finn retning og verdi p̊a friksjonskraften for sylinderens videre bevegelse p̊a underlaget, fram til tids-
punktet tr n̊ar sylinderen begynner å rulle rent. Finn ogs̊a hastigheten til CM og vinkelhastigheten om CM
som funksjon av tiden t for 0 ≤ t ≤ tr. Bestem til slutt hastigheten til CM ved tiden tr.

d) Vis at for bevegelsen diskutert i (c) er spinnet til sylinderen om punktet A bevart. Bruk dette til å gi en
alternativ utregning av hastigheten til CM n̊ar sylinderen har begynt å rulle rent.
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Vedlegg: Formelliste
for klassisk mekanikk

Formlenes gyldighetsomr̊ade og de ulike symbolenes betydning antas å være kjent.

Noen fysiske konstanter:

g = 9, 81 m/s2 c = 2, 9997 · 108 m/s h = 6, 63 · 10−34 Js

SI-enheter:

Noen fundamentale SI-enheter: meter (m) sekund (s) kilogram (kg)

Noen avledete SI-enheter : newton (N) joule (J) watt (W) hertz (Hz)

Varianter: kWh = 3,6 MJ m/s = 3,6 km/h Ångström = Å= 10−10 m

Klassisk mekanikk:

d~p

dt
= ~F (~r, t) der ~p(~r, t) = m~v = m~̇r ~F = m~a

Konstant ~a: ~v = ~v0 + ~at ~r = ~r0 + ~v0t+ 1
2~at

2 v2 − v2
0 = 2~a · (~r − ~r0)

Konstant ~α: ω = ω0 + αt θ = θ0 + ω0t+ 1
2αt

2 ω2 − ω2
0 = 2α (θ − θ0)

Newtons gravitasjonslov: ~F = −Gm1m2

r2
r̂ Ep(r) = −GM

r
m G = 6, 673 · 10−11 Nm2/kg2

Arbeid: dW = ~F · d~s W12 =
∫ 2

1
~F · d~s Kinetisk energi: EK = 1

2mv
2

Ep(~r) = potensiell energi (tyngde: mgh, fjær: 1
2kx

2) E =
1

2
m~v2 + Ep(~r) + friksjonsarbeid = konstant

Konservativ kraft: ~F = −~∇Ep(~r) f.eks. Fx = − ∂

∂x
Ep(x, y, z) Hookes lov (fjær): Fx = −kx

Tørr friksjon: |Ff | ≤ µs F⊥ eller |Ff | = µk F⊥ V̊at friksjon: ~Ff = −kf~v eller ~Ff = −bv2v̂

Kraftmoment (dreiemoment): ~τ = (~r − ~r0)× ~F , med ~r0 som valgt referansepunkt Arbeid: dW = τdθ

Betingelser for statisk likevekt: Σ~Fi = ~0 Σ~τi = ~0, uansett valg av referansepunkt ~r0 i ~τi

Massesenter (tyngdepunkt): ~R =
1

M

∑
mi~ri →

1

M

∫
~r dm M =

∑
mi

Kraftimpuls:
∫

∆t
~F (t)dt = m∆~v Alle støt:

∑
~pi = konstant Elastisk støt:

∑
Ei = konstant

Vinkelhastighet: ~ω = ω k̂ | ~ω | = ω = φ̇ Vinkelakselerasjon: ~α = d~ω/dt α = dω/dt = φ̈

Sirkelbev.: v = rω Sentripetalaks.: ~a = −vω r̂ = −v
2

r
r̂ = −rω2 r̂ Baneaks.: aθ =

dv

dt
= r

dω

dt
= r α

Spinn (dreieimpuls) og spinnsatsen: ~L = ~r × ~p ~τ =
d

dt
~L, stive legemer: ~L = I ~ω ~τ = I

d~ω

dt

Rotasjonsenergi: Ek,rot = 1
2 I ω

2,

der treghetsmoment I
def
=
∑
mir

2
i →

∫
r2dm med r = avstanden fra mi (dm) til rotasjonsaksen.

Med aksen gjennom massemiddelpunktet: I → I0, og da gjelder:

kule: I0 = 2
5 MR2 kuleskall: I0 = 2

3 MR2 sylinder/skive: I0 = 1
2MR2 Åpen sylinder/ring: I0 = MR2

lang, tynn stav: I0 = 1
12 M`2 Parallellakseteoremet (Steiners sats): I = I0 +Mb2
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Spinn (dreieimpuls): ~Lbane = M(~R− ~r0)× ~V , der ~r0 er det felles referansepunkt for ~L og ~τ ,

og tyngdepunktsbevegelsen er gitt av (~R, ~V = d~R/dt) Egenspinn: ~Legen = I0 ~ω

Med (sylinder)symmetriske faste legemer: ~Ltot = ~Lbane + ~Legen ~τtot = d~Ltot/dt

Udempet svingning: ẍ+ ω2
0x = 0 T =

2π

ω0
f0 =

1

T
=
ω0

2π
Masse/fjær: ω0 =

√
k

m

Tyngdependel: θ̈ + ω2
0 sin θ = 0, der sin θ ≈ θ Fysisk: ω0 =

√
mgd

I
Matematisk: ω0 =

√
g

`

Dempet svingning: ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0 Masse/fjær: ω0 =

√
k/m γ = b/(2m)

γ < ω0 Underkritisk dempet: x(t) = A e−γt cos(ωdt− δ) med ωd =
√
ω2

0 − γ2

γ > ω0 Overkritisk dempet: x(t) = A+e−α
(+)t +A−e−α

(−)t med α(±) = γ ±
√
γ2 − ω2

0

Tvungne svingninger: ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = f0 cosωt, med (partikulær)løsning n̊ar t� γ−1 :

x(t) = x0 cos(ωt− δ), der x0(ω) =
f0√

(ω2
0 − ω2)2 + 4γ2ω2

tan δ =
2γω

ω2
0 − ω2

“Rakettlikningen”: m(t)
d~v

dt
= ~FY + β~uex der β =

dm

dt
og ~uex = hast. utskutt masse relativ hovedmasse


