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Oppgave 1.

Sja pa ein partikkel i ein gaussisk potensialbrgnn, dvs. den potensielle energien er
U(z) = -Uy e~ (/L) , (1)

der Uy og L er positive konstantar.
(a) Skisser potensialet. Kva er betydninga av Uy og L?

Vi skal her bestemme grunntilstandsenergien til partikkelen. Vi bruker fglgjande metode (som vart kort diskutert
for harmonisk-oscillator-potensialet i forelesingane, sja evt. ogsa Sec. 40.5 i leereboka): Prgv med ein verdi E for
energien, og sja pa oppforselen til bglgjefunksjonen 1 (x) i den tidsuavhengige Schrodingerlikninga. For eit typisk
val av F vil ¥(x) — +oo for store |z|, og lgysinga er difor ikke fysisk akseptabel. Kun bestemte verdier av E,
nemlig dei som gir ¥(z) — 0 for store |z|, svarer til energiniva for bundne tilstander. Grunntilstandsenergien er
den lagaste slike energien.

Vi skal her finne ¢(x) ved & integrere den tidsuavhengige Schrodingerlikninga numerisk. Sidan dette er ei 2.
ordens differensiallikning treng vi to grensebetingelsar. Bglgjefunksjonen ¢ (x) er symmetrisk i grunntilstanden, dvs.
Y(—z) = 1 (x). Det betyr at dip/dx = 0 for z = 0. Dette er éin av grensebetingelsane. Den andre grensebetingelsen
er verdien av ¢(x) i samme punkt = = 0, som vi vilkarleg vel lik 1.1 Vi integrerer differensiallikninga fra z = 0 til
2 = D, der D bgr veljast stor nok (D > L) til at den asymptotiske oppferselen til ¢)(x) er openbar.

Den tidsuavhengige Schrédingerlikninga er

n? d*p(x)
- =F . 2
o T L U = Bue) )
Vi diskretiserer no Schrédingerlikninga etter a ha skrive den pa forma
d*(z) ¢
_—— —_— E =
2L W@ - B =0 0

der ¢ = 2mUy/h?. Diskretiseringa bestar i 4 gjere det kontinuerlige intervallet 0 < 2 < D om til det diskrete settet
x; = ia der a = D/n og n er antall punkt. Den andrederiverte blir

dPp(x) g1 — 20 + i
dxzx — = 2 - (4)

der ¥; = ¢(x;) = ¥ (ia). Vi definerer ogsa u; = U(z;)/Uy og e = E/Uy. Da kan den diskretiserte Schrodingerlikninga

skrivast Yip1 = 20 — i1 + ca®(u; — e . (5)
Grensebetingelsane i © = 0 er 19 = 1 og ¥ = 1. For enkelheits skuld set vi heretter Uy, L og 2m/h? til & ha
numerisk verdi 1. Itererer vi da likning (5) for ein vald verdi av e, vil vi oppdage at 1; gar mot pluss eller minus
uendeleg — med eitt unntak, nar e faktisk er grunntilstandsenergien (dvs. dette systemet har kun éin bunden
tilstand). Vi kan difor starte med & gjette ein verdi for e (som bgr vere mindre enn maksimumsverdien 0 av u(z),
sidan tilstanden skal vere bunden, og stgrre enn minimumsverdien —1 av u(x), sidan energien kan ikkje vere mindre
enn denne). Gar v¢; mot +oo, endrar vi verdien for e; gar t¢; mot —oo, endrar vi verdien for e den andre vegen.
Etterkvart klarer vi da a bestemme e, og dermed ogsa E = Uye.

(b) Matlab-skriptet tfy4108_ov11_oppgé.m, tilgjengeleg pa websida, utferer iterasjonen skildra her. Kgyr skriptet
og bestem E. (Dersom du er litt meir ambisigs kan du evt. prove a modifisere skriptet til & utfgre sgket etter E
meir automatisk.)

1Du vil kanskje innvende at dette valet vil ikkje vere konsistent med normeringsbetingelsen fj:j |4(2)]? de = 1. Det er korrekt,

men sidan normeringa kun inneber ein skalering av (), har den ikkje nokon betydning nar vi skal finne energinivaa. Etter at ein har
funne ein bglgjefunksjon som gar mot 0 for store z, kan den skalerast slik at den tilfredsstiller normeringa.
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Oppgave 2.

Som diskutert i forelesingane er den tidsuavhengige Schrodingerlikninga (TUSL) for ein partikkel i 3 dimensjonar,
uttrykt i kartesiske koordinatar, gjeven som
_R [0 y,2) | P(z,yz) | 0%(wy,2)
2m 0x? Oy? 022

der U(x,y, z) er den potensielle energien. Men nar den potensielle energien har sfeerisk symmetri, dvs. nar U(x, y, z)
avheng av z, y, og z kun via kombinasjonen r = /22 + y2 + 22, er det mykje betre a bruke sfzeriske koordinatar
(r,0,¢). I desse koordinatane blir TUSL
R [1 0 0 0 1 0 0 0 1 92 0

|: (’I“2 ¢(7'7 7¢)) + (sin0 ¢(T? ’(b)) + '(/)(7", 7¢)

“2m |r2 or or r2sinf 06 00 r2sin20 O¢?

] UGy 2oy, 2) = B,y =), (©)

—‘rU(’I‘)’(/)(T, 0, d)) = E’(/)(T, 0, d))

(7)
I TUSL for elektronet i hydrogenatomet er 5

ulr) = _47reo7’ (8)

der eg = 8.85-10712 F/m er den elektriske permittiviteten i vakuum og ¢ = +1.60-10~!? C er proton/elektronladninga
(vi kallar ladninga g og ikkje e for & unnga potensiell forvirring seinare med grunntalet for den naturlege logaritmen,
e=2.718....).

(a) Bolgjefunksjonen for elektronet i det lagaste energinivaet til hydrogenatomet er pa forma

U(r,0,¢) = Ce7/ 9)
der konstanten Areoh?
a= 5 (10)
mq

kallast Bohr-radien (C' er ein normeringskonstant som vi kjem tilbake til).

Vis at (9) er ei lgysing av TUSL for hydrogenatomet og finn grunntilstandsenergien uttrykt vha. diverse konstantar
i problemet. Finn ogsa den numeriske verdien for grunntilstandsenergien, i einingar av elektronvolt (eV) (1 eV
=1.60-10719 J).

(b) Bestem konstanten C fra kravet om at bglgjefunksjonen er normert, dvs.
| v ivo.op -1 ()
1%
der volumintegralet er over heile rommet.

(c) For ein normert bglgjefunksjon v er |1 (r, 0, ¢|?dV sannsynlegheiten for 4 finne partikkelen i eit infinitesimalt
volumelement dV omkring punktet (r,6,¢). Dersom vi no integrerer dette uttrykket over alle ¢ og alle 0 far
vi sannsynlegheiten for & finne partikkelen innanfor eit kuleskal med radius r og breidde dr. La oss kalle denne
sannsynlegheiten P(r)dr, der P(r) er den tilhgyrande sannsynlegheitstettleiken. M.a.o. (vha. dV = d¢ d(cos 0)dr r?)

2m 1
P(r)dr:/o do /_1 d(cos 0)dr r*[2p(r, 0, ¢)|*. (12)

Vis at for bglgjefunksjonen (9) blir A2
P(r) = —ze /e, (13)
a

I (d)-(g) under skal du bruke dette uttrykket for P(r).

(d) Vis at P(r) er maksimal for » = a. Med andre ord: For hydrogenatomet er Bohr-radien a den mest sannsynlege
avstanden mellom elektronet og atomkjernen nar elektronet er i grunntilstanden.

(e) Finn forventningsverdien av r, dvs. 0o

(ry = / rP(r)dr. (14)
0

(f) Plott P(r) (i einingar av 1/a) som funksjon av r/a. Merk av Bohr-radien og forventningsverdien av r pa figuren.

(g) Finn sannsynlegheiten for & finne elektronet innanfor ein radius r (uttrykt som funksjon av r/a). Kva blir denne
sannsynlegheiten for r = a og for r = 2a?

(h) Anta at eit elektron i grunntilstanden blir eksitert til ein tilstand med hggare energi ved & absorbere eit foton
fra ein lysstrale med ei bglgjelengd pa ca. 103 nm. Kva er kvantetalet n for den eksiterte tilstanden?
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Oppgave 3.

(a) Eit elektron med masse m befinn seg i ein tre-dimensjonal boks med sidekantar med lengde L, L,, og L, langs
hhv. z-, y-, og z-retningane. Veggane i boksen er uendeleg harde, slik at bglgjefunksjonen v (z,y, z) til systemet
kan vere forskjellig fra null kun nar 0 <o < L, 0 <y < Ly,0g0< 2z < L,.

Vis at lgysingane til den tidsuavhengige Schrodingerlikninga inne i boksen,

B2 [0%(x,y,2)  O*Y(w,y,2)  0*Y(x,y,2) -
_% 81‘2 + 82/2 + 82’2 :| +U(x,y,z)w(x,y,z) - ET/’(%%Z)’ (15)
kan skrivast g (2,9, 2) = X (2) Y, (1) Zn (2) (16)

med

2 z
X, (z) = Lsin(”z x) (17)

Y, ) = @sm(”gy), (18)
Zn(2) = \/Zsm(?j), (19)

(20)

og finn uttrykk for dei tilhgyrande energiane E,, ,, n.. Her er kvantetala n,, ny, og n. er heiltal stgrre enn 0. Du
kan anta at lgysinga for ein partikkel i ein ein-dimensjonal boks er kjent.

(b) I det fplgjande set vi L, = L, = L og L, # L. Vi skal no anta at det er fleire elektron i boksen. Sja ferst bort
fra eigenspinnet til elektronet. Kor mange elektron kan maksimalt vere i nest lagaste energiniva dersom (i) L, > L,
(ii) L, < L? Endrar svara seg nar ein tek omsyn til at elektronet har eit eigenspinn? Dersom ja, korleis?

Utvalde fasitsvar:

2b: |C] = = 2e: (3/2)a.
2

2;2 2 n
. _ w“h ng. y n
3a: Engyny e = g (Tg Tzt *)-

N

)
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