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Oppg̊ave 2.

(a) Bølgjefunksjonen  (x, t) er p̊a forma

 (x, t) =
X

n

cn n(x, t) (1)

der  n(x, t) =  n(x)e
�iEnt/~ er ein stasjonær tilstand med kvantetal n (n = 1, 2, 3, . . .). Normeringskravet er
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�1
dx | (x, t)|2 = 1. (2)

Innsetjing av uttrykket for  (x, t) gir
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| {z }
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=
X

n

c⇤ncne
�i(En�En)t/~ =

X

n

|cn|2. (3)

Normeringskravet (2) er alts̊a ekvivalent med X

n

|cn|2 = 1. (4)

Ved direkte samanlikning av koe�sientane i den oppgjevne bølgjefunksjonen  (x, t) med den generelle forma (1)
ser ein at her er c1 = 1/

p
2, c2 = 1/2, c3 = 1/2 og cn = 0 for n � 4. Dermed blir
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4
+
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4
= 1, (5)

som viser at normeringskravet er tilfredsstilt.

(b) Sannsynlegheita P (En) for å måle energien En er gitt som P (En) = |cn|2, der {cn} er koe�sientane i (1).1

Merk at ved å bruke normeringskravet p̊a forma (4) følgjer det at
X

n

P (En) = 1, (6)

som uttrykkjer at målinga gjev med vissheit (dvs. sannsynlegheit 1) ein eller annan av dei tillatte verdiane En (ein
naudsynt eigenskap for ein sannsynlegheitsfordeling). For v̊ar bølgjefunksjon blir

P (E1) = |c1|2 =

✓
1p
2

◆2

=
1

2
, (7)

P (E2) = |c2|2 =

✓
1

2

◆2

=
1

4
, (8)

P (E3) = |c3|2 =

✓
1

2

◆2

=
1

4
, (9)

P (En) = |cn|2 = 02 = 0 for n � 4. (10)

(d) Dersom måleresultatet er E2, vil, iflg. del (iii) av målepostulatet, bølgjefunksjonen umiddelbart etter målinga
vere gjeven av den tilhøyrande eigenfunksjonen  2(x) til Hamiltonoperatoren (energioperatoren) Ĥ. Dersom vi
definerer tida umiddelbart etter målinga som t = 0, har vi alts̊a

 (x, 0) =  2(x). (11)

Bølgjefunksjonen ved ei seinare tid t er d̊a

 (x, t) =  2(x)e
�iE2t/~. (12)

Sannsynlegheita for å måle posisjonen til å vere mellom x = L/4 og x = 3L/4 finn vi ved å bruke tolkinga av
bølgjefunksjonen: | (x, t)|2dx er sannsynlegheita for å måle posisjonen mellom x og x+ dx. Dermed blir svaret p̊a

1
Grunngjevinga for dette er diskutert i kap. 11 og 13 (rundt likning (75)) i kvantesupplementet.
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spørsmålet
Z 3L/4

L/4
dx | (x, t)|2 =

Z 3L/4

L/4
dx | 2(x)|2 =

2

L

Z 3L/4

L/4
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2

L
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⇡/2
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=
1

⇡
· 1
2
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���
3⇡/2

⇡/2
=

1
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· (3⇡/2� 0� (⇡/2� 0)) =

1

2
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Svaret er uavhengig av t, sidan tilstanden er stasjonær.

Oppg̊ave 3.

(a) N̊ar E < U0 er transmisjonskoe�sienten

T (E) =
1

1 + 1
4 · U2

0
E(U0�E) · sinh

2 ↵L
=

E
U0

(1� E
U0

)
E
U0

(1� E
U0

) + 1
4 sinh

2 ↵L
(14)

der ↵ =
p
2m(U0 � E)/~2. Vi har sinh↵L = 1

2 (e
↵L � e�↵L) = 1

2e
↵L(1 + e�2↵L). N̊ar ↵L � 1 er e�2↵L ⌧ 1, s̊a vi

kan approksimere sinh↵L ⇡ 1
2e

↵L. Dette gir

T (E) ⇡
E
U0

(1� E
U0

)
E
U0

(1� E
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) + 1
16e

2↵L
⇡ 16

E

U0

✓
1� E

U0

◆
e�2↵L. (15)

I den siste overgangen brukte vi at det første leddet i nemnaren (som har maxverdi 1/4) kan neglisjerast i forhold
til det andre leddet.

(b) N̊ar E > U0 er transmisjonskoe�sienten

T (E) =
1

1 + 1
4

U2
0

E(E�U0)
sin2 KL

(16)

der K =
p
2m(E � U0)/~2. La oss introdusere den dimensjonslause parameteren ✏ = E/U0 og skrive

KL = L

p
2mU0

~
p
✏� 1 ⌘ L

`

p
✏� 1 (17)

der ` ⌘ ~p
2mU0

har dimensjon lengde. Dermed kan vi skrive

T (E) =
1

1 + 1
4✏(✏�1) sin

2
�
L
`

p
✏� 1

� . (18)

Med m = 9.11 · 10�31 kg f̊ar vi

` =
6.63 · 10�34

2⇡
p
2 · 9.11 · 10�31 · 1.60 · 10�19 U0(eV)

m =
1.95 · 10�10 mp

U0(eV)
=

0.195 nmp
U0(eV)

(19)

der U0(eV) betyr den numeriske verdien av U0 i elektronvolt. Eit plott av T (E) for U0 = 5 eV og L = 1 nm er vist i
figuren under. Dersom oppførselen til elektronet hadde vore gjeven av klassisk fysikk ville transmisjonskoe�sienten
ha vore lik 1 for alle E > U0. Plottet viser betydelege avvik fr̊a klassisk oppførsel opp til ganske høge energiar.
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